
 

2018277-1 

研究与开发 

抽样子空间约束改进大数据谱聚类算法 

聂茹 
（华南理工大学广州学院电子信息工程学院，广东 广州 510800） 

摘  要：在分析经典谱聚目标函数与加权核 k-means 目标函数等价基础上，设计了一种基于抽样子空间约束的改进

大规模数据谱聚类算法，算法通过加权核 k-means 迭代优化避免矩阵特征分解的大量资源被占用，通过数据抽样及

聚类中心的子空间约束，避免全部核矩阵都被使用，从而降低经典算法的时间空间复杂度。理论分析和实验结果表

明，改进算法保持与经典算法相近聚类精度，提高了聚类效率，验证了改进算法的有效性。 
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Abstract: On the basis of analyzing the equivalent function of the objective function of classical spectral clustering 

algorithm and the weighted kernel k-means objective function, an improved large-scale data spectrum clustring algo-

rithm based on sampling subspace constraint was designed, the weighted kernel k-means iterative optimization was 

used to avoid the large resource consumption of Laplacian matrix feature decomposition, and by using data sampling 

and constraining the cluster center to the subspace generated by the sampling points, the use of all kernel matrices 

was avoided, thereby reducing the time-space complexity of classical algorithms. Theoretical analysis and experi-

mental results show that the improved algorithm can greatly improve the clustering efficiency on the basis of main-

taining similar clustering accuracy with the classic algorithm and verify the effectiveness of the proposed algorithm. 

Key words: large scale data spectral clustering, weighted kernel k-means algorithm, data sampling, matrix feature 

decomposition, kernel matrix  
 

1  引言 

信息科技的快速发展产生 TB 甚至 PB 级的海

量信息数据，如何提取有价值的知识显得尤为重

要，聚类是数据挖掘的主要工具，能够将相似特

征数据进行归类，从而高效组织数据[1]。现有的 K
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均值、EM 算法及其改进等大多基于欧氏距离，当

样本集非凸时，易陷入局部最优，基于非线性核

距离计算的谱聚类，能实现包含非凸结构等任意

形状样本集的全局最优解，比传统 k-means 等方

法更有效，成为近年来极具竞争力的聚类方法[2]。 

但随着数据集规模的增大，经典谱聚类相似

矩阵的计算和存储资源占用及特征分解的时间复

杂度急剧增大[3]。为此，Yan 等人[4]采用快速逼近

思想，先对代表数据进行聚类，然后根据代表点

与普通数据间的一致性实现聚类；钱鹏江等人[5]

基于自适应性 GRC 谱聚类算法，通过约束谱聚类

的指示向量并融合 CCMEB 理论将算法在大数据

集上的复杂度降低到渐近线性时间复杂度。杨艺

等人[6]通过在选取的核心点集上分组和谱聚类，

根据一致性实现大数据谱聚类。Kumar 等人[7]根

据 Nyström 误差界分析，以牺牲相似性计算准确

性换来聚类的快速计算，提高了算法的效率。Song

等人[8-9]比较了近似相似度矩阵计算的 Nyström 方

法和稀疏化方法，并通过保留稀疏矩阵及并行化

策略，实现在大型数据集上的谱聚类。 

为避开 Laplacian 矩阵特征分解的时间复杂

度，Dhillon 等人[10]在研究加权核 k-means 算法与

谱聚类目标函数等价的基础上，通过加权核

k-means 迭代优化目标函数，在大数据下矩阵特征

分解困难情况下，取得了更好的聚类结果。但标

准核距离在有效捕捉非线性数据结构的同时，还

需存储一个较大的核矩阵，限制了其在大规模数

据集中的应用。为此在剖析核矩阵复杂性原因的

基础上，提出基于抽样子空间约束的改进大数据

谱聚类方法，算法通过约束样本点生成的子空间

来逼近聚类中心，从而仅需计算部分核矩阵，极

大减少核矩阵的复杂度，理论分析和实验结果验

证了算法的有效性。 

2  目标函数与加权核 k-means 等价性分析 

经典谱聚类基于谱图理论，将数据作为无

向加权图，从而将聚类问题转变为最佳图划分

问题[4]。 

2.1  基于谱图理论的经典谱聚类 

将数据集表示为无向加权图 ( , , )G V E A= ，其

中，V 表示数据集， E 表示任意两个数据节点之

间的连接边集合，而每个连接边都赋予一个衡量

两节点同类可能性大小的权重，矩阵 A 则为这些

连接边权重值的集合，其非负且对称。 
将 n点数据集 1 2{ , , , }nX x x x= " 视为无向图，

则将其聚类为 k 类，即在E 和 A 约束下将V X= 划

分为 k 个子集，即 1
K
i iV V−= ∪ 且 ,i jV V i j=∅ ≠∩ 。

高性能谱聚类应使其划分后的类内连接权值最大

或类间连接权值最小，由此得到基于归一化图划

分的谱聚类的目标函数[8]： 

1
1

max ( ) NAssos( , , ) Nlinks( , )
k

k i i
i

J V V V V V
−

= =∑"  （1） 

其 中 ， Nlinks( , )i jV V 描 述 了 任 意 两 个 子 类

,i jV V V⊂ 间元素连接边的归一化总权值和，即： 
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建立类别隶属矩阵 T
1 2{ , , , } k n

kU u u u ×= ∈" \ ，

iu 表示元素隶属，即若 j ix V∈ ，则 1ijU = ，否则

0ijU = ，根据节点类别的唯一性有 T1 1k nU = ，向

量 11 n
n

×∈\ 的元素全为 1，则式（1）中经典谱聚

类的目标函数可表示为： 

i i
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 （3） 

其中，类间连接重写为 Tlinks( , )i i i iV V u Au= ，

Tlinks( , )i i iV V u Du= ， diag( 1 )nD A= ， diag( )⋅ 表示

对角矩阵， T 1/2( ) k nZ UDU U− ×= ∈\ ，i 1/ 2Z ZD= 且
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满足约束 T
kZZ I=�� ， k k

kI ×∈\ 是单位矩阵，tr( )⋅ 表

示矩阵迹。式（3）表明最大化谱聚类目标函数

1 2NAssoc( , , )V V" ， 等 价于最 大 化矩阵 的 迹

i
i iT1/2 1/2max(tr( ))

Z
ZD AD Z− − [10]。 

2.2  加权核 k-means 算法 

加权核 k-means 算法是泛化的 k-means 算法[11]，

其聚类目标函数为使分类中数据点到类中心的距

离误差加权总和最小，即： 

 

2

1

2

1 1

min ( ) | ( , ) ( ) |

| ( , ) ( ) |

k

j i

k

k

j j i H
i x V

k k

j ij j i H
i j

J V w x c

w U x c

κ

κ

= ∈

= =

= ⋅ − ⋅

= ⋅ − ⋅

∑ ∑

∑∑
 
（4）

 

其中， (, ) : d dκ × →\ \ \ 表示核距离函数， kH 表

示由 (, )κ 生成的再生核希尔伯特空间， 2| |
kH⋅ 为其

范数， ( )ic ⋅ 为类中心。 iw 为对每个数据 ix 分配的

权值，由权值矩阵 1diag( , , )nW w w= " 可构建加权

类别矩阵 T
1( , , )kY y y UW= =" 及其归一化矩阵 lY

和 iY ： 

 i

1
1

1 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1

ˆ [diag( , , )]

[diag( , , )]
k

k

Y s s UW LUW LY

Y s s UW L UW

−

−

⎧ = = =⎪
⎨

= =⎪⎩

"

"
 （5） 

其中， 1
1[diag( , , )]kL s s −= " ， T1i i ns y= 。则加权核

k-means 最佳的类中心可以表示为[11]： 

 l
11

1( ) ( , ) ( , )
j i

n

iji j j j
x V j

c w x Y x
s

κ κ
∈ =

⋅ = ⋅ = ⋅∑ ∑  （6） 

与式（3）相似，将式（4）目标函数平方项

展开得到目标函数的矩阵迹形式为： 

 T

1

ˆmin ( ) tr( ) (
k

i i
i

J V WK s y
=

= +∑ ˆiKy − T ˆ2 )i iy Ky  

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2tr( ) tr( )W KW YW KW Y= − � �  （7） 

其中， n nK ×∈\ 是核函数矩阵， ( , )ij i jK x xκ= ，

由于式（7）中前一项 1/2 1/2tr( )W KW 为常量，因此

得到式（7）中加权核 k-means 的目标函数 ( )J V 等

价于 i 1/2 1/2 Tmax tr( )YW KW Y� ，且有： 

1/2 1/2 1/2 1 1 1/2 T

1/2 1/2 T

tr( ) tr( )
tr( )

TYW KW Y ZD D AD D Z
ZD AD Z

− −

− −

= ⋅ ⋅

=

� � � �

� �  
（8）

 

根据上述推导可见，基于矩阵迹，经典谱聚

类的 Normalized Cut 目标函数与加权核 k-means

目标函数等价，因此可以通过加权核 k-means 的

迭代更新快速求解最佳的子图划分，避免经典谱

聚类矩阵特征分解的巨大资源占用。 

3  改进加权核 k-means 算法 

加权核 k-means 算法需要计算和存储 n n× 的

核矩阵 K ，在大规模数据集应用时仍受到限制。

为此，文中通过随机抽样近似计算核矩阵并约束

样本子空间来逼近聚类中心，设计了改进加权核

k-means 算法，以减少大数据集应用中时间和空

间复杂度。 
设由随机采样 1ˆ { , , }mX x x= � �" 构造的子空间

为 1ˆ span( ( , ), )H xκ κ= ⋅� " ，m n� ，则在 Ĥκ 下的加

权核 k-means 算法目标函数为： 

 2

1 1

min ( )

ˆ| ( , ) ( ) | , ( )
k

k n

j ij j i H i
i j

J V

w U x c c Hκκ
= =

=

⋅ − ⋅ ⋅ ∈∑∑  （9） 

根据式（6）构造采样子空间聚类中心为

1
ˆ( ) ( , )m

i ij jj
c xα κ

=
⋅ = ⋅∑ ， k m

ijα ×∈\ 为未知参数，则

式（9）可展开为： 

 T T

1

min ( )

ˆtr( ) ( 2 )
k

i i i i i
i

J V

WK s K y Kα α α
=

=

+ −∑ �  （10） 

其中， tr( )WK 为常数，当式（17）取最小值时，

T Tˆ 2i i i i i is K y Kβ α α α= − � 对 iα 的偏导数为 0，根据矩

阵求偏导公式可得最优解 1 Tˆ ˆi iK K yα −= � ，即： 

 T
1 2

ˆ( , , , )k Yα α α α= =" 1ˆKK −�  （11） 

其中， ˆ m mK ×∈\ 为 X̂ 内样本间核相似矩阵，而

n mK ×∈� \ 为 X̂ 内样本与 X 元素间核相似矩阵。由

式（11）可得 T Tˆ
i i i i is K y Kα α α= � ，代入式（10）并

结合式（5）得到在子空间约束下加权核 k-means

目标函数为： 
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T T

1

T 1 T

1

ˆ( ) tr( ) ( 2 )

ˆ ˆtr( ) ( )

k

i i i i i
i

k

i i
i

J V WK s K y K

WK y KK K y

α α α
=

−

=

= + −

= −

∑

∑

�

� �
 

1ˆtr( ) tr(WK YKK −= − � T Tˆ )K Y�  
1/2 1/2 1/2 1 T 1/2 Tˆtr( ) tr( )W KW YW KK K W Y−= − � � � �  （12） 

根据式（12）进行大数据谱聚类时，其类别

矩阵U 可以通过 K̂ 和 K�计算，而 K̂ 是 K�的一部

分，因此只需要计算 K�即可以进行最终的聚类。

由于采样点数m n� ，K�的计算开销要远小于 K 。

由抽样数据构建的 K̂ 和 K�计算数据集类别矩阵

U 的详细过程如下。 

算法 1  抽样子空间约束改进谱聚类算法 
输入：大规则数据集 1{ , , }nX x x= " ；随机采

样数m ，m n� ；聚类数 k ；最大迭代次数 maxit ； 

输出：包含最终聚类信息的类别矩阵U 。 

初始化： 
随机选取样本集 1

ˆ ˆ{ , ,X x= " ˆ }mx ； 

计算 ˆ[ ( , )]i j n mK x xκ ×=� 和 ˆ ˆ ˆ[ ( , )]i j m mK x xκ ×= ； 

计算 1ˆT KK −= � ； 

矩阵U 初始化为随机值；初始迭代赋初值为

it 0= ； 

重复计算: 

it it+1= ; 
根 据 Y UW= ， 计 算 1[diag( )]nL Y −= 1 和

Ŷ LY= ； 

计算 ŶTα = 1ˆ ˆYKK −= � ； 
For 1, ,j n= "  do 
为每个点 jx 找到最近的类中心： 

* T T

[ ]

ˆarg min( 2 )i i j i
i k

i Kα α ϕ α
∈

= − ；//其中， T
iα 是α

的第 i 行，而 T
jϕ� 是 K�的第 j 行。 

更新U 的第 j 列，令 *i i= 行元素 1ijU = ，而

其余元素为 0； 

End For; 
算法结束：隶属矩阵U 不再变化或 maxit it>  

4  改进算法性能分析 

4.1  改进算法计算复杂度分析 

抽样改进加权核 k-means 算法的计算复杂度

主要集中在矩阵求逆 1K̂ − 和 1ˆT KK −= � ，时间复杂

度为 3 2( )O m m n+ ，另外 α 和 U 的更新需要

( )O mnkt 的时间开销（ t 为预设迭代次数），改进

算法的总复杂度为 3 2( )O m m n mnkt+ + 。为避免矩

阵求逆的影响，可将α 的计算转化成式（13）： 

 * T T1 ˆ ˆarg min tr( ) tr( )
2k m

K YK
α

α α α α
×∈

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
�

\
 （13） 

式（13）采用梯度下降法的计算开销是
2( log(1/ ))O m k ε （ε 是期望的精度）。于是整个时

间复杂度降低到 2 2( log(1/ ) )O m k m n mnktε + + ，且

当 log(1/ )k mε � 时， 2 3( log(1/ )) ( )O m k O mε � 。

改进算法中矩阵 K�占用空间复杂度为 ( )O mn ，比

标准算法的 2( )O n （m n� ）大幅降低。 

4.2  改进算法的误差范围分析 

改进算法使用随机采样构建子空间 Ĥκ ，并将

类中心约束在子空间中，基于此分析其相对于原

算法的聚类误差范围。用 T
1 2( , , )nξ ξ ξ ξ= ∈"  

1{0,1}n× 描述随机采样，即当 ix 被随机选取，则

1iξ = ，否则 0iξ = ，则改进算法的聚类误差可表

示为： 

1

1/2 1/2

T T

1

( , ) tr( )

{ min [ ( ) ( ) 2 ( )]}
n

i

k

i i i i i
i

Y W KW

s K y K
α

Φ ξ

α ξ α ξ α ξ
×∈=

= +

⋅ ⋅ − ⋅∑
\

 

  （14） 

根据前文相关变量的定义，当 1/ 2 1/ 2W KW 为特

殊特征值，其非 0 特征值数多于数据集总类别数

的 2 倍时，可以推导出算法的误差满足： 

 
[ ( , )] ( ,1 ) 2

( ,1 )
n

n

E Φ Y Φ Y k
Φ Y m

ξ ξ −
≤  （15） 

式（15）表明当 1/ 2 1/ 2W KW 的非 0 特征值数是

总类别数 2 倍以上时，基于抽样改进的加权核

k-means 算法的聚类误差会随着样本抽取点数的
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增加以 (1/ )O m 的速率减小。 

5  实验与分析 

为验证文中提出算法（记为 Sik-SC）的性能，

将其与经典谱聚类（Clas-SC）[12-13]、基于标准加

权核 k-means 谱聚类（Swk-SC）[10]、基于 Nyström

近似谱聚类（Nys-SC）[7]和基于 MEKA 近似核聚

类（Mek-SC）[10]4 种谱聚类方法进行性能比较实验。

实验环境：Intel(R) Core i7-4710MQ @ 2.50 GHz，

16 GB 内存，MATLAB 2016b。数据集的相关参数

见表 1。 

表 1  实验数据集相关参数 

数据集 数据点个数 维数 类数 

Waveform 5 000 40 3 

Ringnorm 7 400 20 2 

USPS 9 298 256 10 

MNIST 70 000 784 10 
 

Waveform 集[14]由 3 类波形组成，其噪声均值

为 0，方差为 1；Ringnorm 集[15]由存在重叠的两

种呈正态分布的样本组成，聚类难度较大；USPS

集和 MNIST 集为含有 10 种类型的手写数字图片

集[16]；实验中聚类结果的准确性采用归一化互信

息（normalized mutual information，NMI）来评价： 

 c t
c t

c t

( , )
NMI( , )

( ) ( )
I U U

U U
H U H U

=
⋅

 （16） 

其中， cU 与 tU 分别为实验得到类别矩阵和真实类

别矩阵， c( )H U 、 t( )H U 是其信息熵，NMI 值位

于 [0,1]内，值越高说明聚类质量越好。实验聚类

结果为 20 次实验结果的平均值。 
5.1  聚类性能比较实验 

如图 1 所示为Nys-SC、Mek-SC 和 Sik-SC 3 种

算法在4个数据集上不同采样点数时的实验结果，

Clas-SC 与 Swk-Sc 对所有数据进行处理，其在 4 个

数据集上的 NMI 指标见表 2，“－”表示数据集太

大，无法聚类。 

 
图 1  算法在各数据集上的聚类性能实验结果 

表 2 结果显示，Clas-SC 与 Swk-SC 两种算法

在 Waveform 集、Ringnorm 集和 USPS 集 3 个数

据规模相对较小的数据集取得了较好的聚类结果， 
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表 2  Clas-SC 与 Swk-SC 实验结果 

算法 
数据集 

Waveform Ringnorm USPS MNIST 

Clas-SC 0.375 8 0.787 4 0.669 5 - 

Swk-SC 0.389 5 0.793 2 0.685 5 - 

 
但应用于 MNIST 大规模数据集时无法聚类，主要

因为两种算法完整的核矩阵占用资源巨大，而从

图 1 实验结果可以看出，通过数据抽样，Nys-SC、

Mek-SC 以及 Sik-SC 算法在 4 个数据集上都取得

较好的聚类结果，说明通过数据抽样降低算法资

源占用以解决大数据谱聚类是有效的。将图 1 结

果与表 2 实验结果进行对比分析，随着采样点数

的增加，Sik-SC算法的NMI指标逐渐逼近Swk-SC

算法，说明其近似核矩阵取得与完整核矩阵相近

的聚类结果，也说明改进方法有效。 
5.2  算法运行时间比较实验 

如图 2 所示为 3 种算法在 4 个数据集上不同

采样点数时的运行时间比较结果，Clas-SC 与

Swk-Sc 的运行时间见表 3。 

表 3  Clas-SC 与 Swk-SC 运行时间实验结果 

算法 
数据集 

Waveform Ringnorm USPS MNIST

Clas-SC 247.484 2 707.356 8 1 835.890 9 - 

Swk-SC 157.670 1 428.077 7 1 164.494 3 - 

 
从实验结果可以看出，Clas-SC 的运行时间最

长，主要因为其特征矩阵特征分解占用很多资源，

Swk-SC 采用加权核 k-means 替代矩阵特征分解，

聚类效率有了明显的提高，但其全部核矩阵的使

用在数据规模巨大时仍受限，而仅使用部分核矩

阵的 Nys-SC、Mek-SC 和 Sik-SC 算法的运行时间

大幅缩减，且在 MNIST 集上仍保持较快的聚类运

行时间。从图 2 可以看出，随着采样点数的增加，

3 种算法的聚类时间也逐渐增加，但 Sik-SC 算法

的变化趋势相对最为缓慢，且大多数情况下聚类

时间较短，这主要因为，Nys-SC 算法的近似特征

向量的计算时间随采样数大幅增加，而 Mek-SC

算法的最佳 k 秩近似核矩阵的求解效率也会大幅

降低，Sik-SC 算法仅与采样点数及迭次数相关，

 
图 2  算法在各数据集上的运行时间比较实验结果 
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聚类效率更高。 

综合实验结果，Sik-SC 算法在保持与经典算

法聚类性能相似的情况下，极大地提高了运算效

率，更适合大规模数据挖掘工作。 

6  结束语 

在分析经典谱聚类算法的 Normalized Cut 目

标函数与加权 k-means 函数等价的基础上，设计

了一种抽样子空间约束的改进大规模数据谱聚类

算法，算法通过迭代优化避免矩阵特征分解资源

占用，通过将聚类中心约束到抽样子空间中，避

免全部核矩阵的使用，从而降低时间空间复杂度。

对比实验结果验证了算法的有效性。但是改进算

法还需进一步考虑如何合理设置采样数以提高算

法的自适应性能。 
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